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OF THREE PHASES
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A stochastic description of a chemical reaction system, showing three competing steady
states, is given. A master equation is assumed for the probability P,, n being the number
of molecules of the only one variable component X. The assumption that » varies in one-
-step nonlinear stochastic birth-and-death process allows us to find the stationary solution
PJ of the master equation. The properties of Py are discussed in the case of large systems.
It is basically a WKB-like asymptotic evaluation in the inverse of the size of the macrosystem.
For the system considered the deterministic theory predicts five stationary states, three of
them, x; ({ = 1, 2, 3) are stable and the x4, x5 (x is the concentration of the species X) lying
between xy, x, and x,, xs, respectively, are unstable. In this case the stochastic theory gives
three peaks of P§ at the corresponding numbers #; and relative minima between 7, , B> and
n,, ns at ng and #s. Quasi-stationary solutions of the master equation are discussed. The time
constant of the transition between quasi-stationary peaks is calculated and compared with
that for 2-phases systems. Finally, more general stochastic birth-and-death process is con-
sidered in which rates of creation and annihilation are polynomials of the order 2s and 2s5+1,
respectively.

1. Einleitung

Die klassische Thermodynamik des neunzehnten Jahrhunderts beschiftigte sich haupt-
sachlich mit einer bestimmten Klasse von Zusténden physikalischer Systeme, ndmlich mit
thermischen Gleichgewichtszustanden. Die weitere Entwicklung fithrte zu einer Theorie,
in der die zeitliche Entwicklung von Nichtgleichgewichtsprqzesser,i einbezogen war. Diese
Theorie, vor allem mit dem Namen L. Onsager verbunden, . ist dadurch gekennzeichnet,
dass die dynamischen Gleichungen linear in den Abweichungen vom Gleichgewicht blei-
ben. Deswegen wird die Onsagersche Theorie auch als die lineare Thermodynamik be-
zeichnet.

* Die Arbeit wurde mit Mitteln des Mathematischen Institutes der Polnischen Akad. d. Wissen-
schaften, Projekt 06. 1. 1, gefordert.
** Anschrift d. Verf.: Instytut Matematyki i Fizyki, Akademia Techniczno-Rolnicza, Hanki
Sawickiej 28, 85-084 Bydgoszcz, Polen.
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In den letzten Jahren wiichst das Interesse an Systemen, die so weit von jedem thermi-
schen Gleichgewicht entfernt sind, dass die Bewegungsgleichungen wesentlich nichtlinear
(in den Abweichungen von Gleichgewicht) sind. Behandbare Beispiele dafiir sind sowohl
Systeme wie Laser, parametrischer und harmonischer Oszillator, die Tunnel-Diode, als
auch chemische, biologische und gesellschaftlich-Skonomische Modelle. Ein Uberblick
iiber diesen Bereich der sogennanten nichtlinearen Thermodynamik kann man im Buch
vom Haken [1] finden, vgl. hierzu auch [2]. Eines der interessantesten zugehdrigen Phéno-
mene ist das Auftreten von riumlichen und/oder zeitlichen Strukturen, die man dissipative
Strukturen nennt. Insbesondere beobachtet man dissipative Strukturen in offenen che-
mischen Systemen mit auto- oder crosskatalytischen Reaktionen. Meistens liegt hier eine
Umwandlung von Aufangsreaktanten {A} in Endprodukte {F} durch intermediare Sub-
stanzen {X} zugrunde, vgl. z. B. [3-7].

Eine oft diskutierte Situation ist die, dass die Konzentrationen von {A} und {F}
durch Nachlieferung und Riihren zeitlich und rdumlich konstant gehalten werden und
Diffusion der Zwischenprodukte {X} zugelassen ist. Dann wird das System durch folgende
kinetische Gleichungen beschrieben

] Ox; .

X1 = Tl M(X1s ooy X3 Vg5 o U)+FV(DVXy), i=1,..,n )]
x; bezeichnet die Konzentrationen der variablen Zwischenprodukte X, v; sind die Kon-
zentrationen der Anfangs- und Endprodukte und D; die Diffusionkonstanten der X;, V
ist der Nabla-Operator. Je nach Reaktionsmechanismus werden die Reaktionsraten M;
andere Gestalt haben; oft kann man die jedoch als Polynome in den x; ansetzen. Unter-
halb bestimmter Werte der Parameter v,, ..., v,, kann das System einen Zustand erreichen,
in dem mehrere stationdre und stabile Losungen der Gleichung (1) auftreten. Das ur-
spriinglich homogene System kann in Bereiche zerfallen, in denen die Konzentrationen x;
verschiedene Werte annehmen. Das Auftreten bestimmter kritischer Werte und die Moglich-
keit einer Koexistenz von riumlich getrennten stationiren Zustinden errinert an die
Phaseniiberginge im thermodynamischen Gleichgewicht. Die Analogien zwischen offenen
nicht-linearen chemischen Systemen und klassischen Phaseniibergéngen sind von F.
Schitgl [8] ausfithrlich diskutiert.

Er betrachtete u. a. ein System mit einer variablen Konzentration x. Wenn X ein
Polynom dritten Grades in x ist, hat man drei stationére Zustdnde, von denen zwei stabil
sind. Wenn Diffusion des Spezies mit variabler Konzentration auftritt, koexistieren die
stabilen Zustdnde wie Phasen.

Wenn die Kinetik eines Systems durch folgende Gleichung beschrieben wird (im homo-
genen Fall)

x = —cox 4ex*— .. des = —yp(x)+cs, 2)

was z. B. dem Reaktionssystem

ky
A+dX = |, 5X,
1
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ks,
B+2X & K 3X,
2

3

entspricht, wird eine Koexistenz dreier Phasen méglich [9]. Die Koeffizienten c; in (2) sind
von den Konzentrationen der A, B, C, D abhingig, x sei die Konzentration des Spezies X
(angenommen, dass nur x mit der Zeit variiert). Fiir einen bestimmten Bereich im Para-
meter-Raum (co, ..., ¢5) gibt es fiinf stationdre Zustande X = 0, von denen drei, (x;, X, , X3)
stabil und zwei, (x,, xs) instabil sind. Das System verhilt sich analog zu einem thermo-
statischen System mit 3 Phasen. Die stabilen Zustinde kénnen raumlich getrennte Struk-
turen bilden, wenn Diffusion auftritt. Die Koexistenzwerte von c,, cs (bei gegebenen

X

Abb. 1. Stationdire Zustinde der Gleichung (2) fiir 4 Werte c4/co (c1, c2, ¢5 fixiert). 4’ = 4” bedeutet
die Koexistenz der Phasen x’ und x”. Fiir den Tripelpunkt T, A; = 4, und A3 = A4. K; und K, sind
kritische Punkte. Die unstetigen Kurven begrenzen Koexistenzbereiche der Phasen (vgl. [9])

€1, €2, €3) erhdlt man durch eine Maxwell-Konstruktion. Vgl. Abb. 1. Auf einer (¢4, cs5)-
-Ebene bilden die Koexistenzwerte ein Phasendiagramm, das einem thermostatischen
Phasendiagramm in der (7-p) (Temperatur-Druck)-Ebene entspricht [9].

Man méchte jetzt fiir die in dem System (2-3) auftretenden Nichtgleichgewichtsphasen-
iibergiinge eine entsprechende mikroskopische Theorie finden. Fiir das Zwei-Phasen-
-System ist eine mikroskopisch-stochastische Theorie in der Arbeit von Janssen angegeben
[10]. Wir benutzen hier dhnliche Methoden, vgl. auch [11] und betrachten das System (3).
Wie in der stochastischen Behandlung der chemischen Kinetik iiblich (vgl. z. B. [12-14]
wird eine stochastische Variable anstelle der Konzentation x eingefiihrt. Fiir die Master-
gleichung dieser Variable wird die stationire Losung gesucht. Bei bestimmten Werten der
dusseren Parameter (Konzentrationen der A, B, C, D) ist hier die Koexistenz von 3 Phasen
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moglich. Sie bedeutet hier die Gleichwahrscheinlichkeit der Maxima der stationdren Lo-
sung. Man kann auch die Abschitzung fiir die Relaxationszeit von der weniger stabilen
zur stabileren Phasen geben. Es zeigt sich dabei eine Quasientartung des Eigenwertes Null
der Matrix der Ubergangsraten der Mastergleichung fiir grosse Systeme. In dem quasista-
tiondren Verhalten eines 3-Phasen Systems treten neue Phinomene im Vergleich zum
2-Phasen System [10] auf.

2. Stochastisches Modell

Wir wollen jetzt eine stochastische Theorie der Reaktionen (3) durchfiihren. Die Re-
aktionen sind dabei als Zufallsereignise anzusehen, die die Molekiilzahl n der Substanz X
verandern. Im folgenden werden wir mit 4, B, C, D die Anzahl der Molekiile und mit
a, b, ¢, d die Konzentrationen der Spezies A, B, C, D im Volumen V bezeichnen. Nach
Standardannahmen (vgl., z. B. [12]) wird die Molekiilanzahl zu einer stochastischen mar-
kovschen Variable. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir ein kleines Zeitintervall 47
werden dann unter Annahme der idealen Reaktionskinetik

_ B 5 pl21
P(n+1,t+A4tn, 1) = V(.kI“W +kyb 7z +k3d)At+0(At2) 4)
n[S] 31
P(n'—]., t+At|n, t) = (k1 +k2 V3 +k3C—'—>At+0(At ), (5)
P(n+m, t+Atn, 1) = 0(4*)  fir |m| > 1, (6)

wobei .
n
A" = n(n=1)...(n—m+1) = (m) m!

V bedeutet das Volumen des Systems. Wir normieren die Zeit und das Volumen auf fol-
gende Weise

=1, (kya- kD[(kser Kad) = 1,
(kya - ks0)J(K} - ksd) = o, (k;b)/(k3d) = B,
(kya - KKy - Kad - kse) = p2,  (kia - Kad)/(K] - ksc) = exp 2. )

Die ersten beiden Bedingungen normieren die Zeit und das Volumen (dimensionslos im
weiteren © geschrieben). Die Parameter a, f, v charakterisieren den von aussen vorgeb-
baren Einfluss auf sie Schnelligkeit der ‘Gesamtreaktion A+B+C = D, wihrend in ent-
sprechender Weise der Parameter p den ausseren Einfluss auf die Produktion von X
misst. Fiir den Geburts- und Todesprozess, der durch die Annahmen (4)-(6) charakterisiert
ist, erhalten wir die folgende stochastische Bewegungsgleichung (;,Mastergleichung™)

dP,(t)
dat

= W, NP, (O + Wy i Poi ()= (W, + W, HP(B), ®)



15

P(1) is die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢, n Molekiile X vorliegen, und die Ubergangs-
raten W, !, W, ! sind gegeben durch

1 n[4] 21
Wt = lim — P(n+1,t+4tn, 1) = Q"0 — +f— +1> 9y
At—0 At Q Q
- ) 1 n (n _ 1)[4] (n _ 1)[2]
W, " = Altm}) ZP(n—l, t+Adtn, 1) = 95 o +7y o? +of. (10)

3. Die stationdre Verteilung

Fiir das betrachtete Modell lasst sich die Mastergleichung (8) im stationéren Fall

Pn(t)\= P,(,),
W, P+ WP — (W W, DPR =0, n=1,2, ..
— Wy P+ WP = 0, (11)

einfach rekursiv losen (vgl. hierzu z. B. [15], § VIL 4)

/A AR A (Qe)"
Py = 'WI-W Py = py Pg exp F(n), (12)
wobei
V[4] V[2]

<, e e !

Q
F(n) = Z In —v[ﬁﬁ— . (13)‘

0 ?—H)_Q_Z_ +a

Dies zeigt: die stationdre Verteilung P2 ist im stochastischen detaillierten Gleichgewicht
W, 1PY = W, PY, s ~ (14)

Wir betrachten jetzt den Fall @ > 1, was ,eih makroskopisches’Sy'stem, im Sinne grosser
Teilchenzahlen bedeutet [10]. Fiir die stationdre Verteilung erhilt man in diesem Fall aus
GL (12) .

P = (2n2)~ Pg(x)e™ (1 +0(Q7Y)), (15)
mit
x = n/Q,
x .

ay”+ By +1

X)=px—x(Inx—1)+ | dyln-—— ,

f(x) = px—x( ) J Y
=" st ol 16

X) = —= 2 .

. Jx \ox? 4 pxre1) & (16)
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Ausschlaggebend fiir den Verlauf von P9 ist das Verhalten der Funktion f(x). Die wahr-
scheinlichsten Werte von » sind durch die Maxima von f{(x) gegeben. Die Fluktuationen
von 7 sind durch die Breite der Maxima von f{x) bestimmt. Die Funktion g(x) liefert Kor-
rekturen héherer Ordnung.

Die Bedingung fiir die Extrema von f(x) liefert

i = h(x) = In [x(x*+yx*+o)/(ex* + x>+ 1)]. 17
Daraus ergibt sich die Gleichung
x° —aex* +yx — fe"x* +ax—e* = 0. (18)

Unter Beriicksichtigung der Definitionen (7) erkennt man in (18) die Gleichung (2) fiir
die stationdren Zustinde der deterministischen Theorie (vgl. hierzu auch [9]). Im Grenzfall
£ — oo stimmen also diese Aussagen der deterministischen und der stochastischen Theorie
iiberein. Aus A'(x) = 0 ergibt sich die Gleichung

ozt —(ay =3Pz + (5 +yf — 302z — (@B —3y)z+a = 0, (19)

deren Losungen die Extrema von A(x) sind (z: = x2). Daraus sicht man, dass die Un-
gleichungen

a?y—3p
5+98—=302 » >0, ' (20)
af—3y

Abb. 2. Zustandgleichung u = A(n/Q)

die notwendigen (aber nicht hinreichenden) Bedingungen fiir das Auftreten von 4 Losungen
der Gleichung (19) sind. In Abbildung 2 ist A(x) iiber x aufgetragen fiir den Fall, dass
4 Losungen von (19) existieren.
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In dem Fall erreichen f(x), und damit auch P_,, ihre maximalen Werte fiir x = x,, x,,
x3. Es ist auch moglich, dass f(x) zwei bzw. ein Maximum hat.

Die relativen Hohen der Maxima von P? sind durch die Differenzen der Maxima von
f(x) bestimmt

Po[Pp = 8(x,)/8(x1) exp Q[ f(x) —f(x )] ~ Ay f  filr  py < p < py @1

und analog P2 /P ~ A3, f(us < u < uy), wobei
Ay ft = f(x)—f(x)) = plxy—x,)— j‘ dyh(y) = A,—A,. (22)

Ay, 4, sind die schraffierten Flichen, die durch Abschnitte der Kurve 4(x) mit der Horizon-
talen p gebildet werden. Analog haben wir

Asof = Ay—Az; Az  f = A+ A — (A, + 43). (23)

Aus der Gleichung (21) sieht man, dass z. B. fiir 4, > A4, die Wahrschemhchkelt P? expo-
nentlell in Q kleiner als P, ist. Analog wird im Falle 4, > Az P ,,2 exponentiell kleiner als

. Nur fiir 4,—4, = 0(1/Q) sind die Wahrscheinlichkeiten von gleicher Gréssenord-
nung Die Bedingung 4; = A, bestimmt einen Wert ' = u'(x, f,y) derart, dass fiir
g < ¢ PP nur um n; = Qx, und fir 4 > ' nur um n, = Qx, ungleich Null ist. Parallel
wird durch 45 = 4, ein Wert p'' = y''(«, f, y) gegeben so dass P,?z = P,?s. Im Spezialfall
wird p' = p”.

Das Verhalten der stationaren Verteilung kann man mit einem des Dreiphasensystems
vergleichen, wie auch im deterministischen Modell [9]. Die wahrscheinlichsten Werte von
x kann man als Phasen x;, x,, x3 bzw. x’, x"" bezeichnen. Die Bedingung P° = PO bedeu-
tet die Koexistenz der Phasen x;, x;

Fiir einen bestimmten Satz der Parameter o, B, y, u erhalten wir PJ, = P, = P2
Der Fall bedeutet Koexistenz der 3 Phasen x; = n,/Q, i = 1, 2, 3. Die x; sind hler d1e
Koexistenzwerte in einem Tripelpunkt 7.

4. Zeitabhdngiges Verhalten, quasistationdire Verteilungen

Die Mastergleichung (8) lasst sich in eine Matrixform umschreiben

d
— P = AP,
i 24)

wobei 4 = {a,,}, n,m =0,1,2, ..., und

Wit fiir m = n—1

-+ w, Yy fir m=n .
Qe =9 : (25)

Wk fir m = n+1 (25)

[_0 sonst
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P ist der Wahrscheinlichkeitsvektor (Py, Py, ...), W, sind durch (9)-(10) gegeben. Analog
zu [10] werden wir ,,quasistationire” Verteilungen betrachten, dh. solche, deren Zeitinde-
rung d/dt P sehr gering ist. Die Existenz quasistationirer Verteilungen driickt sich durch
Quasientartung des Eigenwertes Null der Ubergangsmatrix 4 aus. Die Zerlegung der
Ubergangsmatrix nach linken und rechten Eigenvektoren & und #* zum Eigenwert —4,
lautet '

Ay = — Z lhnﬁéfn (26)
%
mit
(fi, 'lj) = Z 6;77;’; = 0;;, 27N
&a = -4 Ant= —ig" (28)

Zum Eigenwert 1, = 0 gehort die stationdre Verteilung 0 = P2, &2 = 1. Fiir den Fall
des detaillierten Gleichgewichts (14) lasst sich die Matrix A leicht symmetrisieren. Wir de-
finieren eine neue Matrix B = {b,,,} mit

bnm i (Pr?)_llzanm(Pr?l)llz = bnm' (29)

Fiir die Matrix B fallt der Unterschied zwischen linken und rechten Eigenvektoren fort.
Aus (26) und (29) haben wir

bnm i ; j’h(Pr?)_”zn:,t(Pr?l)l/zé’r:v (30)

sodass sich fiir das urspriingliche Problem ergibt
fn = &Py (31

Nach wohlbekannten Verfahren kann das Eigenwertproblem in ein Variationsproblem
umgewandelt werden

Tey ., 0
g E ©AD _ (A8

= Extr ~— >
%) €&

wobei ¢ )P den Mittelwert mit der stationéiren Verteilung P° bedeuted, und AT die trans-
ponierte Matrix bezeichnet. Mit (25-(28), (31) und der Beriicksichtigung des detaillierten

Gleichgewichts (14) erhalten wir aus (32)

(32)

Z (§n+‘1 _én)2Wn+ lPr(l)u
A = Min 222

= , (33)
Y 2Py
n=0

vgl. hierzu [10], GL. (22). Fiir ¢, =1 und A, = 0 erhilt man die stationire Losung.
Sucht man die nichstgrosseren Eigenwerte A, so miissen die &* orthogonal zu P° sein

0

0= P =Y &po. (34

n=0
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Aus (33) folgt, dass die Anderungen von &, in den Abschnitten der n-Achse liegen, wo P9
sein Minimum annimmt. Wegen der Orthogonalitédt (34) muss &, sowohl positive als auch
negative Werte annehmen. Das fiirt zur Konstruktion auf der Abb. 3.

E')
)

U

L

Abb. 3. Eigenfunktion £'(n) zum ersten positiven Eigenwert der Ubergangsmatrix. (Schraffiert: stationire
Verteilung P2)

Der Ausdruck (33) wird kleiner, wenn &, nur schwachvvariert. Deshalb kann zum Kon-
tinuum iibergegangen werden und man erhalt das folgende Variationsproblem (£, — &(n),
PS > P°(n) u. 5. w.)

[ve]

2
5[% f dn (Z—j) WHimy+ W"l(n))PO(n)] =0 (35)
0
mit
}odng?(n)P°(n) =1, }odnf;(_gz)P?(n) =0. (36)

Mit Lagrange-Multiplikatoren g, g, erhalten wir daraus die Differentialgleichung
0 +1 -1y p0 o0& 0
—( (W 4+ W HP" — } +(2py+0,)P° = 0. 37
on on

Integration dieser Gleichung liefert -

W+t W’f)PQ,,,ﬁ = {
on

C, fir n, < n < ny

; on E 38
Ci+C, fiir np € n < n, &
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C,, C, = const. Daraus folgt

rc ,n (Po(m))~1 . é
1J Wﬂ(m)‘l‘W_l(m) m+E&ms), n, €n < n,,

=< " (39)
(P°(m))™"

T dm+&é(ny), ny <n<n,

C+C) | iy W ()

~ n.

mit der Annahme, dass 3 Maxima der Verteilung P? existieren. Bezeichnen wir jetzt

n < ny) =uy, &ng<n<Kns)=u, &n> ns)=u;

na Hs [ve]
= ZO P, pp=YP, p3= ) P, (40)
n= ng n=ns

Mit diesen Bezeichnungen kann man die Nebenbediengungen (36) umschreiben

M e

3
Z pu; =0, Pi“i2 = 1. (41)
i=1

i=1

Die wesentlichen Beitrige der Integrale (39) kommen aus einer Umgebung der Maxima
von (P'(n))™! und dort gilt approximativ

2 .
n—n
(P3) ™" exp— Szg 24) . n<n<n,
(Po(m) " = i
= Ll (42)
PO -1 e . 5 ) ,
( ns) Xp 290_(25) nz < n < n3
wobei
O'(:,g = f"(n,), m=4,5. (43)

f" bedeutet die zweite Ableitung der Funktion f(x) (16). Aus (39) und (42), unter Bertick-
sichtigung der Bedingungen (41), folgt

) = 3| (uyus)— (g —up)® | ) —(uy—u)o [ =2 )|, (@
\/,Q 2 \/ 2

) Qo(s)

mit
() = /)72 § dy exp (—1/2)%).
0

Aus (33) erhalten wir jetzt fiir den Eigenwert A, den Ausdruck

)
Ay = \/ 2, (=02 L)+ (=) (x5), 45)
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WO ;
() =71 3 (W) +w (X)) Pr-gs- (46)
Die Raten w*!(x) erhalten wir. aus (9) und (10):

WEL = Qw*i(x)+ 0(1). 47

Mit der Gl. (45) ist der Extremalisierlingsproz¢SS nicht beendet, weil dort unbekannte
Grossen, u; (i = 1, 2, 3) auftreten. Die finden wir durch Extremalisierung von (45) unter
den Nebenbedingungen (41). Geometrisch. gesehen stellen die Gleichungen (41) eine
Ellipse E in (u,, u,, us)-Raum dar. Die Extremalisierung auf der Ellipse E ergibt eine
eindeutige Losung, wobei

4y = O(exp (—d, Q) +exp (—d,Q)), (48)

di, d, seien positive Konstanten.

Der erste positive Eigenwert geht also exponentiell mit Q gegen Null. Das Verhalten
des ersten Eigenwertes bezeichnen wir als Quasientartung des Eigenwertes Null. Die nich-
sten Eigenwerte sind zumindest von der Grossenordnung 1.

Mit (26), (31) und (48) kann man die bedingte Wahrscheinlichkeit P,,(¢) auswerten,
dass zur Zeit ¢ die Teilchenzahl n vorliegt, wenn zur Zeit 1 = 0, m vorlag

Ponl) = (0Xp AD)y = PO Y. ¢™H9gHEE, (49)

k=0

Wenn wir uns auf die Zeiten ¢, 1 <7 < exp d; 2 + exp d,Q beschrinken, dann erhalten
wir

Pol(t) 2 PR(146,80). (50)
Approximativ ldsst sich &(n) = £, aus der Gl. (44) folgendermassen darstellen
&(n) = u H(xy— X} +u H(xs —X)H(x — x)+ u3H(x — X5) (51)
mit .
-1 fir x>0
: H(x) = {0 fiir x < 0.
Aus (50) und (51) folgt

P,,(t) = PyL(1+uD)H(xs~x)H(x4— )
+(L+u)H(xs — )H(x ~ x)H(xs = Y)H(y — %)+ (1 —u) H(x — x5)H(y — x5)
(L uqu,) (Hxq — x)H(xs — y)H(y — X4) + H(xs — x)H(x — x) H(x, — y))
+(1+uyu) (HCxq —x)H(y —x5) + H(x = x5)H(x4 — )

+ (1 +ujyus) (Hxs —x)H(x—x)H(y — x5) + H(x — x5)H(xs — y)H(y — x,))], (52)
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mit y = m/Q. Nehmen wir an, dass z. B. y < x4 fiir ¢ = 0. Dann wird
P(n < ny, tjm) = p1(1+uf) =14,
P(n, < n < ns, t{m) = py(1+u u,) =:q,,
P(ns < n, tim) = ps(1+u,u3) =:q;. (53)

Hier deutet sich der Unterschied zu Systemen mit 2 Phasen an. Fiir diese Systeme hat
die bedingte Wahrscheinlichkeit P(n, f|m) = P,,(t) die folgende Gestalt ‘

P, () = PY((1+ud)H(x; —x)H(x3— y)+ (i +ud)H(x — x3)H(y — X3)), (545

wobei n,, n, die Maxima und n; das Minimum der stationdren Verteilung P? sind, vel.

Abb. 4 und [10].

Man hat hier zwei quasistationdre Verteilungen, die auch stabil fiir Zeiten 1 <# < At
= 0 (exp Q) sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand m < ns fiir £ =0 zu
einem Zustand n > n, ist fiir diese Zeiten Null. Anders in 3 Phasen-Systemen: auch fiir

1€'(n)
P

e

Kz \ e .
|

Abb. 4. Eigenfunktion &(n) fiir das 2-Phasen System (vgl. [10], Fig. 2)

Uy

Uz

mikroskopische Zeiten kann eine Phase in die andere iibergehen. Erst wenn eine der drei
Phasen verschwindet, verhilt sich das System entsprechend der Gl. (54). Man kann sagen,
dass die nichtstationire Koexistenz der 3 Phasen in unserem Modell ein ,kurzlebiges”
Phinomen ist. Schon fiir mikroskopische Zeiten verschwinden eine oder zwei der 3 Phasen.

Die restlichen sind dann stabil.

5. Schlussbemerkungen

Die oben angegebene Methode ldsst sich auf eine breite Klasse von nichtlinearen Ge-
burts- und- Todes-prozesse verallgemeinern. Wenn wir eine makroskopische Variable x
betrachten, deren zeitliche Entwicklung durch die Gleichung

% = w0 —wT) = ¢(x), (x=0) (39)
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gegeben ist, dann stellt ein stochastischer Prozess mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
P(n+1, t+At|n, t) = W At+0(41),
P(n+m,t+Atn, t) = 04t*) fir |m|>1, n=0,12,.. (56)
ein stochastisches Bild fiir den makroskopischen Prozess (55) dar, wenn
x =n/Q, W' = owEV(x)+0(1). 57)

Die Zuordnung zwischen beiden Bildern gilt fiir den Grenzfall @ — co, n — 0, B/Q < 0.
Die zeitliche Entwicklung im stochastischen Bild ist unter der Voraussetzung (56) durch
die folgende Mastergleichung gegeben

Pn(t) = Z (anum(t)_amnPn(t))’ (58)
mit
Ay = Wr: 1.5m,n— 1+ Wm_ 15m,n+ 1_(Wr: ! + Wr; 1)6mn' (59)
Die stationédre Verteilung
n—1
Py = (T] W IW3)Po (60)
k=0

hat die Eigenschaft des detaillierten Gleichgewichts
anmPr(:l a amnpr(t)' (61)
Mit Q — oo ldsst sich die stationdre Verteilung in die Form

X

~ exp Q J dy In [w™* D(»)w ™V (3)] (62)

0

bringen. Die Extrema x°® der Verteilung (62) sind fiir Q — oo durch die Gleichung
WD) —w T I(x%) = @(x) = 0 (63)

gegeben. Sie fallen also mit den stationiren Zustinden der makroskopischen Gleichung (55)
zusammen. Die Maxima der Verteilung sind mit den stationiren und stabilen Zustinden
identisch. Wenn wir die Ubergangsraten W;t! als Pylonome in # annehmen;

[21 [4] [2s]
n n n
W,n+1 — ,Qe"(]_+0(1 ? +a2 T + aog +0£s >

& o $20

_ n (n—1) (n—1)t
W, ! = 95(514'192—52—— + ...+ o

kann die stationire Verteilung (s + 1) Maxima und s Minima haben, in Abhingigkeit von
den Werten den #dusseren Parameter u, oy, ..., &g, B1y .. o
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Im Hauptteil der vorliegenden Arbeit betrachteten wir ein stochastiches Modell wo
die Losungen der Mastergleichung das Auftreten dreier Phasen (s = 2) wiederspiegeln.
Die Schirfe aller Aussagen ist von der ,,Makroskopizitit” des Systems abhingig, die
durch ein Parameter Q charakterisiert ist. Die Phasen bedeuten die Maxima der stationiiren
Verteilung und fallen mit den stationdren und stabilen Zustinden der deterministischen
(phidnomenologischen) Theorie zusammen. Fiir grosse Systeme (dh. fiir @ > 1) stimmen
die Aussagen der stochastischen Theorie mit der deterministischen Theorie fiir homogene
Systeme ilberein. Das Auftreten mehrerer Phasen wird durch eine Maxwell Konstruktion
bestimmt. Es zeigt sich weiterhin eine Quasienartung des Eigenwertes Null der Matrix der
Ubergangsraten der Mastergleichung. Dies scheint eine aligemeine Eigenschaft makro-
skopischer Systeme, zu sein, deren zeitliche Entwicklung durch den Markowscher Prozess
beschrieben ist (vgl. hierzu [11]).

Herrn Professor F. Schl6gl von der Rhein.-Westf. Technischen Hochschule Aachen
danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit. Herrn Professor W. Ebeling von der Universi-
tidt Rostock danke ich fiir zahlreiche Unterstiitzungen bei der Anfertigung dieser Arbeit.
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