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Es werden die Bedingungen angegeben, denen die elektromagnetischen Felder gentigen
miissen, damit man auf sie eine der drei wichtigsten elektromagnetischen Ausstrahlungs-
und eventuell auch Endlichkeitsbedingungen anwenden kann. Das Ergebnis der Unter-
suchung ist, daB nur die vom Verfasser auf Grund des Lorentz-Huygensschen Prinzips an-
gegebenen Ausstrahlungsbedingungen keine speziellen Anforderungen an das elektro-
magnetische Feld stellen, auf das sie angewendet werden sollen. Die beiden ibrigen Aus-
strahlungs- und Endlichkeitsbedingungen konnen insbesondere auf elektromagnetische
Felder angewendet werden, die im Unendlichen nach elektrischen und magnetischen Multi-
polfeldern entwickelt werden konnen. :

In der physikalischen Literatur werden verschiedene elektromagnetische Ausstrah-
lungs- und auch Endlichkeitsbedingungen formuliert und verwendet. Die drei wichtigsten
werden in § 1 zusammengestellt. In den nachfolgenden Paragraphen werden mogliche
Anwendungsbereiche dieser drei Bedingungen angegeben.

Insbesondere wird in § 2 darauf hingewiesen, daB dic vom Verfasser (Rubinowicz
1971) abgeleiteten Ausstrahlungsbedingungen von cinem elektromagnetischen Feld das
Erfiilltsein keiner speziellen Bedingungen erfordern, damit man diese Ausstrahlungs-
bedingungen auf das betreffende Feld anwenden kann.

In § 3 wird bewiesen, daB3 eine schirfere, schon vorher von Claus Miiller (1945/46,
1969) angegebene Formulierung der in § 2 betrachteten Bedingungen auf elektromagneti-
sche Felder anwendbar ist, die im Unendlichen nach elektrischen und magnetischen Multi-
polfeldern entwickelt werden konnen. Da fiir die meisten in der Physik auftretenden
elektromagnetischen Felder dies zutrifft, ist es begreiflich, dafl die in § 3 betrachteten
Bedingungen in verschiedenen physikalischen Arbeiten erfiillt werden. Ein Teil der zu
dem § 3 gehorigen Rechnungen wurde in einem der Arbeit beigefiigten Anhang durchge-
fithrt um den § 3 mit Rechnungen nicht zu iiberladen.

Wie in § 4 gezeigt wird, geniigen die einzelnen kartesischen Komponenten der elektro-
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magnetischen Felder, die nach elektrischen und magnetischen Multipolfeldern im Un-
endlichen entwickelbar sind, auch noch den bekannten Sommerfeldschen Ausstrahlungs-
und Endlichkeitsbedingungen fiir die Helmholtzsche Differentialgleichung.

Da nur die vom Verfasser abgeleiteten (Rubinowicz 1971) und in § 2 besprochenen
Ausstrahlungsbedingungen von einem elektromagnetischen Feld nicht das Erfiilltsein
besonderer Bedingungen erfordern, kann man nur sie als die eigentlichen Ausstrahlungs-
bedingungen der elektromagnetischen Theorie ansehen. Die Verwendung irgendwelcher
Endlichkeitsbedingungen ist dann nicht notwendig.

$ 1. Verschiedene elektromagnetische Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen

Bisher wurden fiir das elektromagnetische Feld sehr verschiedene Ausstrahlungs-
und auch Endlichkeitsbedingungen angegeben und verwendet. So haben manche Autoren
fiir die einzelnen kartesischen Komponenten des elektromagnetischen Feldes die bekannten
Sommerfeldschen skalaren Austrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen fiir die Helm-
holtzsche Differentialgleichung

Au+k*u =0
benutzt. Man kann sie in vektorieller Schreibweise in der nachstehenden Form Zusam-
menfassen

lim rpy [—a— E(Q)—ikE(Q):I =0, (1.1a)
rpo—® or PQ

lim E(Q) = 0, (1.16)

lim  rpg [i H(Q)—ikH(Q)] =0, (1.10)
rpo— 67‘PQ

ﬁI_l? H(Q) = 0. (1.1d)

Hier und stets auch im folgenden ist P ein Beobachtungspunkt und Q ein Punkt auf
einer Kugelfliche F,, mit dem Mittelpunkt im Beobachtungspunkt P. Die Bezeichnung
dieser Flache hat den unteren Index oo da sie bei einem nachfolgenden Grenziibergang ins
Unendliche verschoben wird. Die Bedingungen (1.1a) und (1.1c) werden dabei als die Aus-
strahlungsbedingungen und (1.1b) und (1.1d) als die Endlichkeitsbedingungen bezeichnet.

Ferner haben verschiedene Autoren sich der von Claus Miiller (1945/46, '1969) ange-
gebenen Fassung der elektromagnetischen Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen
von der Gestalt

lim rpo[E(Q)+nx H(Q)] = O, (1.2a)
e lim EQ) = 0, (1.2b)
lim r;;DEHEOQ)j-an(Q)] =0, (1.20)
B lim H(Q) =0 (1.2d)

rpo—>®©
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bedient. Hier bedeutet # die duBere Normale an die Kugelfliche F, also einen Einheits-

vektor mit dem Richtungssinn der Vektors rpq.
SchlieBlich konnte der Verfasser (Rubinowicz 1971) neuerdings zeigen, daB aus dem
von H. A. Lorentz im Jahre 1896 angegebenen elektromagnetischen Huygensschen Prinzip

sich die Ausstrahlungsbedingungen

lim rpolE,(Q)+nxH,(Q)] =0, (1.32)
lim rpolH,(Q)—nxE,(0)] =0 (1.3b)

ohne jede Endlichkeitsbedingungen ergeben. Es bedeuten hier E, (Q) und H, (Q) die
vektoriellen Tangentialkomponenten von E(Q) und H(Q) an die Flache F,. Die Aus-
strahlungs bedingungen (1.3a) und (1.3b) kdnnen formell als eine schwichere Ver51on der
stirkeren Fassung (1.2a) und (1.2c) der Ausstrahlungsbedingungen angesehen werden.

Im folgenden wollen wir uns die Frage stellen, fiir welche elektromagnetischen Fel-
der die angefiihrten Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen vom mathematischen
und physikalischen Standpunkt aus vervendet werden konnen.

§ 2. Anwendungsbereich der Ausstrahlungsbedingungen (1.3a) und (1.3b)

Zuniichst muB festgestellt werden, daB die schwichere Fassung (1.3a) und (1.3b) der
elektromagnetischen Ausstrahlungsbedingungen fiir jede beliebige Belegung der Kugel-
fliche F,, mit vektoriellen Tangentialkomponenten von elektromagnetischen Feldern,
selbst wenn diese vollig unstetig sind, verwendet werden kann. Sie ist mathematisch voll-
stindig einwandfrei und ist ohne jede Endlichkeitsbedingungen fiir alle mathematischen
Uberlegungen, die die elektromagnetischen Felder betreffen, vollig hinreichend. Auf
ihrer Grundlage kann z. B. der Eindeutigkeitsbeweis fiir ein elektromagnetisches Rand-
wertproblem, das in einem ins Unendliche sich erstreckenden Raumgebiet definiert ist,
durchgefithrt werden (Rubinowicz 1971). (1.3a) und (1.3b) ergeben sich auch aus jeder
Transformation des Lorentz-Huygensschen Prinzips (Rubinowicz 1972), z. B. aus der
Kottlerschen Version (Kottler 1923) oder aus der als Umformung I oder II vom Ver-
fasser (Rubinowicz 1965) bezeichneten Transformation des Lorentz-Huygensschen Prinzips.

Die Ausstrahlungsbedingungen (1.3a) und (1.3b) sind aber auch physikalisch sehr
befriedigend. Sie werden ja aus dem Lorentz-Huygensschen Prinzip abgeleitet, das nicht
nur mathematisch einwandfrei sondern auch physikalisch sehr einleuchtend ist. Gema8
diesem Prinzip sendet ja doch jedes Flidchenelement dfy, der Begrenzungsfliche eines Raum-
gebietes unabhingig von allen anderen Flichenelementen dieser Flidche eine elektromagne-
tische Strahlung aus, die als eine Huygens-Fresnelsche Elementarwelle interpretiert werden
kann. Dies ist umso hoher einzuschitzen als dies, soweit mir bekannt ist, bei allen anderen
Formulierungen des elektromagnetischen Huygensschen Prinzips (ausgenommen triviale
Umformungen des Lorentz-Huygensschen Prinzips) nicht der Fall ist. Den Ausstrahlungs-
bedingungen (1.3a) und (1.3b) sollte daher bei allen mathematischen und physikalischen
Untersuchungen stets unbedingt der Vorzug eingeriumt werden. Um diese Bedingungen
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an ein elektromagnetisches Feld anzuwenden, ist es nicht notwendig an dieses Feld irgend
welche besonderen Bedingungen zu stellen, wie etwa ein Verschwinden im Unendlichen
oder ein stetiges Verhalten lings der Begrenzungsfliche des Raumgebietes fiir das das
Lorentz-Huygenssche Prinzip verwendet wird.

Die Verwendung der Bezichungen (1.3a) und (1.3b) bietet auch einen nicht zu ver-
achtenden rechnerischen Vorteil: Da die Beziehung (1.3a) vektoriell mit » multipliziert
die Beziehung (1.3b) ergibt und (1.3b) bei einer solchen Multiplikation (1.3a) liefert,
so geniigt es stets nur das Bestehen einer dieser beiden Beziehungen durch eine Rechnung
zu bestitigen, um in einem Spezialfalle das Bestehen der elektromagnetischen Ausstrah-
lungsbedingungen sicherzustellen. Auch ist es nicht notwendig zu untersuchen, ob irgend-
welche Endlichkeitsbedingungen erfiillt sind, weil ja doch keine solchen vorhanden sind.
Von allen drei in der vorliegenden Untersuchung besprochenen Ausstrahlungs- und End-
lichkeitsbedingungen erfordert die Feststellung, daB die Ausstrahlungsbedingung (1.3a)
oder (1.3b) erfiillt ist, den geringsten Arbeitsaufwand. Selbstverstindlich empfichlt sich die
Verwendung der Ausstrahlungsbedingungen (1.3a) und. (1.3b) auch in dem Falle eines
elektromagnetischen Feldes auf das man auch andere Ausstrahlungs- und Endlichkeits-
bedingungen anwenden kann.

§ 3. Anwendungsbereich der Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen (1.2a) bis (1.2d)

Die stirkeren Ausstrahlungs- und die Endlichkeitsbedingungen, (1.2a) und (1.2c)
bzw. (1.2b) und (1.2d), kénnen aus einer Transformation des Lorentz-Huygensschen
Prinzips gewonnen werden, wenn man das elektromagnetische Feld dieses Prinzips durch
die vier elektromagnetischen Potentiale ausdriickt und es in einer Gestalt verwendet, die
vom Verfasser als Umformung II bezeichnet wurde (Rubinowicz 1965; 1966, S. 248).
A]lerdlngs muf} diese Umformung zu diesem Zweck ein wenig verstiimmelt werden.

Um den Anwendungsbereich der stdrkeren Ausstrahlungs- und der Endlichkeits-
bedingungen umgrenzen zu kénnen, miissen wir angeben, in welcher Weise durch die Um-
formung II das elektromagnetische Feld dargestellt wird. Fiir das elektromagnetische
Feld E(P), H(P) ergeben die elektromagnetischen Potentiale die nachstehende Darstel-
lung

E(P) = —gradp ¢(P)+ikA(P)—rot, B(P), (3.1a)
H(P) = —gradp w(P)+ikB(P) +rotp A(P). {3.1b)

Dabei werden im Falle des Lorentz-Huygensschen Prinzips die Vektorpotentiale A(P)
und B(P) durch

4nA(P) = J ;:: H(Q) x ndfy, (3.2a)
F
ikrpg
4nB(P) = J - nx E(Q)df, (3.2b)

F
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gegeben. Die skalaren elektrischen bzw. magnetischen Potentiale ¢(P) bzw. y(P) werden
durch

eikrpg i eikrpQ
dnp(P) = — J . E(Q)dfy+ il H(Q)ds, (3.3a)
PQ PQ
F R
eikrpg i eikrpQ
4my(P) = —j — H(Q)dfo~ 7 | EQds (3:30)
PQ PQ
F R

dargestellt.

Dabei wird angenommen, daB die Fliache F einen Teil der Kugelfliche F,, bildet.
Durch R wird die Berandung der Fliche F bezeichnet, die sich selbstverstindlich auf der
Fliche F,, befindet. ‘ ’

Um nicht zweimal im wesentlichen die gleichen Rechnungen durchfithren zu miissen,
wollen wir uns im folgenden auf die Betrachtung des elektrischen Feldes E(P) (3.1a) be-
schrinken. Die Uberlegungen fiir das magnetische Feld H(P) (3.1b) verlaufen vollsténdig
analog.

Um zundchst die schwichere Ausstrahlungsbedingung (1.3a) anzugeben, hat man
durch eine einfache Umformung des Linienintegrals in (3.3a), mit Hilfe des Stokesschen
Integralsatzes und der Maxwellschen Gleichung — ik E = rot H, zu zeigen, dal} das
skalare elektrische Potential

p(P) =0 (3.4)

ist. Das von der Fliche F ausgestrahlte elektrische Feld E(P) (3.12) wird somit nur durch
die beiden Vektorpotentiale A(P) und B(P), (3.2a) und (3.2b), dargestellt. Man erhalt
(Rubinowicz 1972)

ikrpo

4nE(P) = j e {ik[H(Q)Xn—El(Q)]ﬂL
F

rPQ

iEAQ)} Ao )
pgo
Dabei stellt E(P) in (3.5) nur das von der Belegung der Fliche F herriihrende elektrische
Feld dar.

Wird der Radius rpo der Kugelfldche F, unendlich, so erhilt man in der Tat, da
dfp = r3pdo ist, die Ausstrahlungsbedingung (1.32) und ferner, die Bedingung

lim E (Q) =0. (3.6)
rPQ™ @ .
Die Bedingung (3.6) ist jedoch, wie man zeigen kann (Rubinowicz 1972), keine Endlich-
keitsbedingung im Sinne einer zusétzlichen Forderung zu den Ausstrahlungsbedingungen.
Sie ist nur der Ausdruck fiir die Tatsache, daB alle durch elektromagnetische Potentiale
ausdriickbaren Felder im Unendlichen verschwinden.
Aus.dem oben betrachteten Ausdruck der Umformung II fiir das elektrische Feld E(P)
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ergibt sich formell auch die stirkere Ausstrahlungsbedingung (1.2a) sowie die Endlich-
keitsbedingung (1.2b), wenn man in dem Ausdruck (3.3a) fiir das elektrische skalare Po-
tential @(P) das Linienintegral streicht. Es verschwindet dann im allgemeinen nicht ¢(P)
und zu dem Ausdruck (3.5) fiir das elektrische Feld 4nE(P) muB dann noch gemaB (3.1a)
der Ausdruck

ikl‘pQ

—gradp 4np(P) = grad, f
rPQ

eikrpQ 1
£ FPQ i’PQ

hinzutreten, da ja auf der Kugel F,, der Vektor n eine duBere Normale ist und daher

E(Q)dfo=

gradprpg = —n

ist. Im ganzen wird somit

ikrpg
4nE(P) = f : {ik[H(Q) x n—E(Q)] + — E(Q)} fy.
) Tpo
F

Dieser Ausdruck verschwindet bei einer Verschiebung von F,, ins Unendliche, wenn
das elektromagnetische Feld im Unendlichen die stirkere Ausstrahlungsbedingung (1.2a)
sowie die Endlichkeitsbedingung (1.2b) erfiillt.

Vom mathematischen Standpunkt kdnnte man das Streichen des Linienintegrals in
dem Ausdruck (3.3a) fiir das skalare elektrische Potential @(P) als gerechtfertigt ansehen,
falls F durch eine geschlossene Kugelfliche F,, dargestellt wird und das elektromagnetische
Feld auf F stetig ist. Man muB jedoch bedenken, daB das Verschwinden von @(P) nicht
vom Werte des Linien- oder Flichenintegrals abhingt, der in dem Ausdruck (3.3a) fiir
@(P) auftritt. Wenn das Linienintegral in (3.3a) verschwindet, so verschwindet mit ihm
zugleich auch das Flichenintegral, weil ja beide bis auf das Vorzeichen einander gleich
sind (vgl. Rubinowicz 1972). Es verschwindet dann also auch das skalare Potential @(P)
und wir erhalten daher die schwéchere und nicht die stirkere Fassung der Ausstrahlungs-
bedingung. Vom mathematischen Standpunkt scheint also die obige Ableitung der stir-
keren Ausstrahlungs- und der Endlichkeitsbedingung, (1.2a) bzw. (1.2b), nicht gerecht-
fertigt zu sein.

Wenn die stirkeren Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen mathematisch
nicht einwandfrei begriindet sind, so muB man sich die Frage stellen, warum sie dennoch
in allen Féllen, in denen sie bisher verwendet wurden, erfiillt sind. Um diese Frage zu be-
antworten muB3 man sich dariiber klar werden, wodurch sich die stirkere Fassung (1.2a)
bis (1.2d) der elektromagnetischen Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen von den
schwicheren Ausstrahlungsbedingungen ( 1.3a) und (1.3b) unterscheidet. Gegeniiber den
schwicheren Ausstrahlungsbedingungen (1.3a) und (1.3b) fordern die stirkeren (1.2a)
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und (1.2¢), noch das Erfiilltsein der beiden Endlichkeitsbedingungen

lim rpoE(Q) =0, lim 7pH,(Q) =0, X))

rpg— ®© rpg—

die sich aus (1.2a) und (1.2c) durch eine skalare Multiplikation mit dem Einheitsvektor
der Normalen n ergeben.

Setzt man voraus, daB das elektromagnetische Feld durch die elektromagnetischen
Potentiale dargestellt wird, also die Bedingung (3.6) und eine entsprechende fiir das magneti-
sche Feld erfiillt ist, so fordern die Endlichkeitsbedingungen (1.2b) und (1.2d) der stir-
keren Fassung noch das Erfiilltsein der beiden Bedingungen

lim E(Q) =0, lim H,(Q) =0, (3.72)

rpQ—*® rpQ—*

die immer befriedigt sind, sobald dies von den Bedingungen (3.7) zutrifft. Die Bedingungen
(3.7a) brauchen wir daher beim Bestehen von (3.7) nicht in Betracht zu zichen.

Wir sind somit zu dem Schlusse gelangt, daB Felder, die durch elektromagnetische
Potentiale darstellbar sind, im Unendlichen nur noch der Bedingung (3.7) geniigen miissen,
um die schiarferen Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen zu befriedigen.

Falls jedoch das Feld E(Q), H(Q) nicht durch elektromagnetische Potentiale dar-
stellbar ist, so miissen auBerdem auch noch die tangentialen Komponenten des Feldes
an die Fliche F, im Unendlichen verschwinden

lim E (Q =0 lim H,(Q =0 (3.9)
rpQ—® FpQ—*®©

In den beiden oben betrachteten Fillen, (3.7) und (3.8), wird somit der Unterschied
zwischen der stirkeren und der schwicheren Fassung, (1.2a) bis (1.2d) bzw. (1.3a) und
(1.3b), durch die Endlichkeitsbedingungen gegeben.

Im Anhang wird nun gezeigt, daB ein elektromagnetisches Feld, das im Unendlichen
nach elektrischen Multipolfeldern entwickelbar ist, die Bedingungen (3.7) und (3.8) er-
fullt.

Das transversale elektrische Feld E;(P) (A.24) verschwindet namlich im Unendlichen
wie 1/r. Es erfiillt daher die in (3.8) fiir E , (Q) verzeichnete Bedingung. Das longitudinale
elektrische Feld E,(P) (A.25) geht im Unendlichen wie 1/r? gegen die Null, geniigt daher
der in (3.7) auftretenden Bedingung fir E,(Q).

Die im Unendlichen wie 1/r und 1/r2 verschwindenden Glieder des magnetischen Feldes
(A.1) werden durch (A.11) gegeben. Da beide eine transversale Strahlung darstellen er-
filllen sie die Bedingungen fiir das magnetische Feld H,(Q) in (3.7) und H, (Q) in (3.8).

In gleicher Weise kann man eine asymptotische Entwicklung fiir ein entsprechendes
clektromagnetisches Feld nach magnetischen Multipolfeldern angeben. Im allgemeinen
wird man jedoch ein elektromagnetisches Feld im Unendlichen nur zugleich nach elektri-
schen und magnetischen Multipolfeldern entwickeln konnen. Darauf deuted schon das
verschiedene asymptotische Verhalten des elektrischen und magnetischen Feldes des im
Anhang betrachteten Falles der Entwicklung nach elektrischen Multipolfeldern.
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§ 4. Anwendungsbereich der Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen (1.1a) bis (1.1d)

Der Anwendungsbereich der Ausstrahlungs- und Endlichkeitsbedingungen (1.1a) bis
(1.1d) erstreckt sich ebenfalls auf elektromagnetische Felder, die nach elektrischen und
magnetischen Multipolfeldern entwickelt werden kénnen. Man kann dies wohl am ein-
fachsten in der Weise beweisen, daBl man die Bedingungen (1.1a) bis (1.1d) aus den Bedin-
gungen (1.2a) b1s (1.2d) ableitet (Saunders 1952, vgl. auch Rubinowicz 1971). Zu diesem
Zweck kann man in den Ausstrahlungsbedingungen (1.2a) und (1.2c) die Feldstirken
E(Q) bzw. H(Q) mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen

—ik E =rot H,ik H = rot E 4.1)
eliminieren. Man erhilt auf diese Weise die beiden Bezichungen

lim r(rot H—iknx H) = 0,

r—>o

lim r(rot E—iknx E) = 0. “.2)

Im folgenden bedienen wir uns eines rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems,
X, ¥, z, mit dem Ursprung in einem Punkte der Fliche F,. Die positive z-Achse dieses
Koordinatensystems féllt mit der Normalen » an die Fliche F,, zusammen.

Die x- und y-Komponenten der beiden Beziehungen (4.2) ergeben die nachstehenden
Bedingungen
g 0 . 0
lim r aHy—-zkHy— 5)Hz =0,

r=>o

{0 |
limr{—H,—ikH,— —H, | =0, (4.3a)
0z Ox :

r—>o

) O 0
lim r é—Ey—lkEy— 6_yEz =0,

r->o 4

. 0 . J . .

limr|{—E,—ikE,— —E, )= 0. ' (4.3v)
r->w 0z 0x

Bei der Berechnung der z-Komponente der beiden Gleichungen (4.2) erhélt’ man, da
die Normale n die Richtung der z-Achse hat, zunichst die Gleichungen

lim rrot, H= 0, limrrot, E =0,

r—ow r—o

die mit Riicksicht auf die Maxwellschen Gleichungen (4.1) in die Bedingungen
imrE,=0, limrH,=0 (4.3¢)

r—>o r—>o

ubergehen. Sie sind mit den Bedingungen (3.7) identisch.
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Fiir die nachfolgenden Uberlegungen konnen wir die Endlichkeitsbedingungen (1.2b)
und (1.2d) unverindert iibernehmen. Es stellt dann (4.3c) eine verschirfte Fassung der
z-Komponente dieser Bedingungen dar.

Damit (4.3a) und (4.3b) mit den Ausstrahlungsbedingungen (1.1c) und (1.1a) iber-

einstimmen, miissen im Unendlichen die Ableitungen von E, und H, nach x und nach y
stirker als 1/r verschwinden, so daB man sie in den Bedingungen (4.3a) und (4.3b) nicht
zu beriicksichtigen braucht. Ob dies in der Tat erfiillt ist, konnen wir mit Hilfe der in dem
Anhang fiir das elektromagnetische Feld angegebenen Ausdriicken feststellen.
" Zunichst erkennt man, daB die Ableitungen von H,(P) nach x und y identisch ver-
schwinden, da ja der Ausdruck (A.11) fiir H(P), der sowohl Glieder enthilt, die im Un-
endlichen wie 1/r als auch wie 1/r? verschwinden, nur Transversal- jedoch keine Normal-
komponenten enthalt.

Im Falle des elektrischen Feldes ist eine Normalkomponente nur in E,(P) (A.25)
enthalten, das im Unendlichen wie 1/r?> abnimmt. Die Ableitungen von E,(P) nach x
und y gehen mindestens ebenso stark gegen die Null. Dabei wird selbstverstandlich vor-
ausgesetzt, daB die Ableitungen von fo(9,.¢) nach 9 und ¢ endliche Werte ergeben. Mutatis
mutandis verhilt sich ebenso ein elektromagnetisches Feld, das nach magnetischen Multi-
polfeldern und ein solches das zugleich nach elektrischen und magnetischen Multipol-
feldern entwickelt werden kann.

Die Frage, ob es nicht auch noch andere elektromagnetische Felder gibt, als die oben
in den beiden letzten Paragiaphen untersuchten, die den Ausstrahlungs- und Endlich-
keitsbedingungen (1.2a) bis (1.2d) bzw. (1.1a) bis (1.1d) geniigen, wird durch die obige
Untersuchung sg:lbstverstéindlich nicht beantwortet.

" Anhang

" Im laufenden Anhang miissen wir noch beweisen, daB ein im Unendlichen nach
elektrischen und magnetischen Multipolfeldern entwickelbares elektromagnetisches Feld
den beiden Endlichkeitsbedingungen (3.7) und (3.8) entspricht.

. . .Da wir im folgenden die elektromagnetischen Felder nur in ihrer Abhingigkeit vom
Beobachtungspunkt P betrachten, so wollen wir die sphirischen Koordinaten dieses
Punktes P in Bezug auf den Koordinatenursprung O mit 7, 9, ¢ also der Einfachheit der
Schreibweise halber ohne jeden Index bezeichnen.

Ein durch ein elekirisches Debyesches Potential darstellbares elektromagnetisches
Feld wird durch

E(P) = rot rot [#I(P)], H(P) = ik rot [+[I(P)] (A1)
gegeben. Dabei wird das Debyesche Potential II(P) im_Unendlichen durch
+ oo +n

OP) =Y, Y amb k)Y, ¢)

n=0 m=-n

dargestellt, falls dort dieses Feld nach elektrischen Multipolfeldern entwickelt werden
kann. :
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{(kr) wird hier durch die Hankelfunktion erster Art H, e 3(kr) mit halbzahhgem
Index

(k) = \/ iy Hne3(kr)

definiert, so daB3 II(P) ins Unendliche fortschreitenden elektromagnetischen Wellen ent-
spricht.

Eine asymptotische Entwicklung eines elektromagnetischen Feldes nach magneti-
schen Multipolfeldern erhélt man, wenn man in (A.1) E(P) und H(P) durch — H(P) und
E(P) ersetzt. Daher bietet auch keine Schwierigkeiten der allgemeine Fall, ein elektro-
magnetisches Feld im Unendlichen zugleich nach elektrischen und magnetischen Multi-
polfeldern zu entwickeln. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es daher hinreichend wenn
wir uns weiterhin nur mit der Entwicklung des elektromagnetischen Feldes (A.1) nach
elektrischen Multipolfeldern beschiftigen.

Um die asymptotische Abhingigkeit von (A.1) festzustellen, ist es zweckdienlich fiir
das Debyesche Potential II(P) die von Sommerfeld (1947, S. 193) angegebene Entwicklung

ikr i 9 ’
H(P)=eT an(r; ®) A2)
n=0

zu verwenden, die nach Gliedern abnehmender GréBenordnungen von 7 im Unendlichen
fortschreitet, was fiir unsere folgenden Uberlegungen von entscheidender Bedeutung ist.
Allerdings miissen wir voraussetzen, daB diese Entwicklung konvergent ist.

Durch Einsetzen von (A.2) in die Helmholtzsche Differentialgleichung erhilt man
fiir die Funktionen £,(9, ¢) nach Sommerfeld die nachstehende Rekursionsformel

2ik(n+1)f,41(3, @) = [n(n +1)+ 4119, @), - (A3)
wo der Operator A durch
0 d d= 3"
3 — A4
“sin9 29 (sm 69) sin? 9 9¢? a4
gegeben wird.
GemiB (A.2) und (A.3) gilt somit angenihert
eikr
np) =—ao, (A.5)
r
)
1 .
P = fo(3, )+ ien Yo (3> ). (A.6)
Mit Riicksicht auf die Beziehungen
rot go = @roto + grad ¢ xv und (A7)

grad @y = @ grad y+ygrad ¢ (A.8)
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sowie auf die Tatsache, daB rotr = 0 ist und
ikr

grad —
=

die Richtung des Vektors r = OP hat, gilt nun wegen (A.5), (A.7) und (A.8)
elkr eikr
rot (¢II) = grad (— (P) Xr = . grad @ x r. (A.9)
r

Nun ist aber gemdB (A.6) und (A.8)

1
grad @ = grad fo(9, @) Afo(S, 9)+ 5 grad [Afo(3, @)]- (A.10)

2 2ikr?
Aus (A.9) und (A.10) ergibt sich aber

eikr
rot (vIl) = " (grad fo(8, )+ ZTIk; grad [Afo(3, qp)]) X . (A.11)

Aus (A.11) folgt, daB die beiden ersten Glieder dieser asymptotischen Entwicklung
des nach elektrischen Multipolfeldern entwickelbaren magnetischen Feldes (A.1) nur aus
Transversalkomponenten bestehen.

Da der Gradientoperator durch

0 1 0 1 0
d= +ig i, —— — A.12
grad = & o0t T og te Tins 99 (A.12)
dargestellt wird, nimmt der Gradient einer Funtion der Winkel § und ¢ also z. B. von
grad f,(9, @) im Unendlichen wie 1/r ab und hat eine transversale Richtung. Es verschwin-
det daher nach Ausfithrung der Vektormultiplikation mit r das erste Glied der magneti-
schen Feldstirke rechts in (A.11) im Unendlichen wie 1/r und das zweite wie 1/r2.

Um das uns vor allem interessierende elektrische Feld E(P) (A.1) anzugeben, miissen

wir noch die Rotation von (A.9) oder (A.11) berechnen. GeméB (A.7) folgt aus (A.9)
ikr
E(P) = rotrot (vII) = i rot (grad @ x r)+
r

ikr

+grad e— x (grad @ x r). (A.13)

Um E(P) = rot rot (rII) in der fiir unsere Uberlegungen notwendigen Gestalt zu
erhalten, soll zundchst das erste rechts in (A.13) auftretende Glied umgeformt werden.
GemiB der Vektorrelation

rot (o xw) = (w grad) v— (v grad) w+o divw—wdivo
ist nun
rot (grad ® xr) = (r grad) grad ¢ —[(grad &) grad]r+grad @ div r—r 49. (A.14)



150

Die Berechnung des ersten Gliedes rechts in (A.14) erfordert einige Vorbereitung.
Zunachst ist

1 0
rgradd— =r——=— —, (A.15)
r 0 T
Daher wird mit Riicksicht auf (A.12), da f,(3, ¢) nur eine Winkelfunktion ist,
o
(r grad) grad fo(3, @) = 7 5, 8rad fo(8, ¢) = —grad fo(9, ¢). (A.16)

Da wegen (A.8) und (A.15)
: 1
grad & = grad f,— i, ST Afo + grad Af (A.17)

ist, so erhalten wir gemdB (A.12), (A.15) und (A.16) fiir (¢ grad) grad & den gesuchten
Ausdruck

0 2l
(r grad) grad ¢ = ra—glad @ = —grad fy+1, 5 57 Afo—
2
S grad Af, = —2 grad @ +grad f,. ' (A.18)
2i
Da 7
1.0 1
>4 A.19
P ar( 61) i L)
und A(l/r) = 0 ist, so ist mit Riicksicht auf (A.4) und (A.6)
1 [ 1 2 i

Von den iibrigen rechts in (A.14) auftretenden Gliedern ist [(grad @) grad] r = grad &,
div r = 3, so daB wir fiir den ganzen Ausdiuck (A.14) schlieBlich unter Verwendurg von
(A.18) erhalten _

rot (grad @ xr) = grad fo—rA®. (A.2])

Um E(P) = rot rot (rII) (A.13) in der gewiinschten Gestalt angeben zu konnen, mufl
noch das zweite Glied rechts in diesem Ausdruck umgeformt werden. Es gilt gemiB (A.17)

ikr ikr

1
grad 2 x(grad @ xr) = e—z (ik— E)rx(grad dxXr)=
N #Fi\¢ ‘

ikr 1
-5 (ik— ~) [* grad &—r(r grad ®)]=
r .

r

eikr ] 1 ) 1
= —|ik— - || r" grad @+r — Af, |. (A.22)
r r)l : 2ikr 7.
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Im ganzen erhdlt man fiir das durch (A.13) gegebene elektrische Feld E(P) (A.1)
gemiB (A.20), (A.21) und (A.22) den nachstehenden asymptotischen Ausdruck

ikr

e 1 1
= — —_— _— —_— Az
E(P) - [gradfo r rz (Afo + ikr fo) +

1 1

Dabei wird grad @ durch (A.17) gegeben.

Um nachzuweisen, daB E(P) (A.23) die Endlichkeitsbedingungen (3.8) bzw. (3.7)
erfiillt, wollen wir zeigen, daB die in diesem Ausdruck enthaltenen Glieder, die in erster
Niherung die vektoriellen Tangentialkomponenten E (P) bzw. die Normalkomponente
E,(P) darstellen, im Unendlichen wie 1/r bzw. wie 1/r? verschwinden. Aus dem Ausdruck
(A.23) fiir die elektrische Feldstirke E(P) erthilt man namlich in erster Néaherung

E\(P) = E,(P) = —ike™ grad fo(9, ¢) (A.24)

sowie
ikr

Ey(P) = E(P) = —r—;—sAfo(S, ?). (A25)

E,(P) verschwindet im Unendlichen wie 1/r und stellt ein elektrisches Transversal-
feld dar, da grad f(9, ) gemiB (A.12) nur i, und i, Komponenten besitzt.

E,(P) geht im Unendlichen wie 1/r* gegen die Null und stellt ein elektrisches Feld
von der Richtung des Vektors r dar, also ein longitudinales elektrisches Feld.

Nachwort

Zum AbschluB dieser Untersuchung mag noch bemerkt werden, daB bereits in der Arbeit
aus dem Jahre 1971 die Behauptung aufgestellt wurde, daB die stirkeren Ausstrahlungs-
und Endlichkeitsbedingungen (1.2a) bis (1.2d) sowie die Bedingungen (1.1a) bis (1.1d) von
elektromagnetischen Feldern erfiillt werden, die im Unendlichen nach elektrischen und
magnetischen Multipolfeldern entwickelbar sind (Rubinowicz 1971). Da jedoch damals
kein Beweis fiir diese Behauptung erbracht wurde, wares notwendig ihn jetzt nachzu-
holen.
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